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Re´sume´
On montre qu’une alge`bre de Lie re´soluble rigide re´elle n’est pas ne´cessairement
comple`tement re´soluble. On construit un exemple n⊕ t de dimension min-
imale dont le tore exte´rieur t n’est pas forme´ par des de´rivations ad-semi-
simples sur R. Nous e´tudions les formes re´elles des nilradicaux des alge´bres
de re´solubles rigides en dimension n ≤ 7 et donnons la classification des
alge`bres re´solubles rigides sur R en dimension 8.
1 Preliminaries
Rappellons qu’une alge`bre de Lie g sur un corps K de caracte´ristique 0 est
dite rigide lorsque son orbite dans le sche´ma Ln donne´ par les re´lations de Jacobi
sur la famille des lois d’alge`bres de Lie sur Kn est ouverte sous l’action du groupe
GL(n,K). Si H2(g, g) est le deuxie`me groupe de cohomologie a` valeurs dans le
module adjoint, le crite`re de rigidite` de Nijenhuis et Richardson [10] donne une
condition suffisante : si H2(g, g) = 0, alors l’alge`bre g est rigide dans Ln. Dans
[6], on montre que sur un corps K alge´briquement clos de caracte´ristique 0, toute
alge`bre de Lie re´soluble rigide ve´rifie la de´composition suivante :
g = n⊕ t,
ou` n est le nilradical de g et t est une sous-alge`bre abe´lienne dont les e´le´ments
sont adg-semi-simples, appele´ tore exte´rieur de g. En utilisant cette proprie´te´,
on peut de´velopper une the´orie de racines qui permet classifier les alge´bres de
Lie re´solubles rigides complexes par rapport au spectre du tore exte´rieur.
De´finition 1 Un e´le´ment X ∈ t est dit re´gulier si la dimension du noyau
kerad(X) est minimale.
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Comme ad(X) est diagonalisable et le nilradical est invariant par cet ope´rateur,
on peut trouver une base {X1, .., Xn = X} de vecteurs propres telle que {X1, .., Xp+q}
soit une base de n, {Xp+q+1, .., Xn = X} soit une base de t et {Xp+1, .., Xn = X}
une base de ker ad(X). Alors on conside`re le syste`me line´aire de racines S a`
dim g− 1 variables xi dont les e´quations sont xi + xj = xk si la composante du
vecteur [Xi, Xj] sur Xk est non nulle. De cette fac¸on, on obtient un crite`re de
rigidite´ :
Proposition 1 [1] Si g est rigide, alors pour tout vecteur re´gulier X on a
rank(S) = dim n− 1.
En utilisant ce syste`me, on a classifie´ les alge`bres de Lie re´solubles rigides
complexes jusqu’a` dimension huit [1]. De plus, cette proprie´te´ line´aire implique
une autre d’ordre structurale :
De´finition 2 Une alge`bre de Lie r sur le corps K est dite comple`tement re´soluble
si pout tout X ∈ r les valeurs propres de adX sont des e´le´ments de K.
En particulier, cette structure implique l’existance d’une suite
r = In ⊃ In−1 ⊃ ... ⊃ I0 = 0,
ou` les Ik sont des ide´aux de codimension 1 dans Ik+1.
Proposition 2 Soit r une alge`bre de Lie re´soluble rigide complexe. Alors r est
comple`tement re´soluble.
De´monstration.D’apre`s la proposition 1, pour toute alge`bre de Lie re´soluble
complexe rigide il existe une base {X1, .., Xr} du tore exte´rieur t telle que les
valeurs propres des ope´rateurs adjointes sont des entie`res. En effet, e´tant donne´e
une base {Y1, .., Yr} de t, les valeurs propres des ope´rateurs ad(Yj) sont des so-
lutions du syste`me S(X). Comme celui-ci est a` coefficient entiers, il existe une
base de solutions rationelles, et pourtant on peut trouver une base de solutions
entie`res.
Dans [2] on a montre´ l’existence des alge`bres de Lie rigides complexes non-
re´elles. D’apre`s le the´ore`me du rang, c¸a implique que le tenseur de structure
du nilradical n’est pas re´el, c’est-a`-dire, le nilradical n’admet pas des formes
re´elles1. On appellera une alge`bre de Lie complexe sans formes re´elles purement
complexe.
Proposition 3 Toute alge`bre de Lie re´soluble rigide complexe g = n ⊕ t dont
le nilradical n’est pas purement complexe admet des formes re´elles.
La preuve est imme´diate. En effet, si le nilradical n’est pas purement com-
plexe, alors les constantes de structure de n sont re´elles. Par le the´ore`me du
rang, on peut trouver des ge´ne´rateurs du tore exte´rieur ayant des valeurs pro-
pres entie`res. Alors la restriction par scalaires donne une alge`bre de Lie re´elle,
appele´e la forme re´elle normale. De plus, toute autre forme re´elle (n′⊕k) posse`de
au moins un ge´ne´rateurX ∈ k tel que ad(X) n’est pas diagonalisable sur R, mais
X ∈ t vu comme ge´ne´rateur de l’alge`bre complexifie´e.
1Rappellons qu’une forme re´elle d’une alge`bre de Lie complexe g est une alge`bre re´elle g′
telle que g′ ⊗ C ≃ g.
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2 L’exemple
Dans ce paragraphe on montre, par construction d’un exemple, que pour les
alge`bres de Lie re´elles re´solubles rigides la proprie´te´ de re´solubilite´ comple`te ne
reste pas valable si la forme re´elle n’est pas la normale. L’exemple construit est
aussi de dimension minimale.
Conside´rons les lois d’alge`bres de Lie nilpotentes g1 = (R
6, µ1) et g2 =
(R6, µ2) de´finies dans une base {X1, .., X6} par les crochets :
µ1 (X1, Xi) = Xi+1 (2 ≤ i ≤ 4) , µ1 (X3, X2) = X6, µ1 (X6, X2) = X5,
µ2 (X1, Xi) = Xi+1 (2 ≤ i ≤ 4) , µ2 (X3, X2) = −X6, µ2 (X6, X2) = X5,
Les alge`bres ne sont pas isomorphes, et correspondent aux classes d’isomor-
phisme N6,6 et N6,7 de la liste [7]. Si on conside`re le produit tensoriel, on a
g1 ⊗ C ≃ g2 ⊗ C.
Lemme 1 L’alge`bre g1 =
(
R6, µ1
)
admet une de´rivation diagonalisable f11 et
une de´rivation non-nilpotente f21 donne´es respectivement par
f11 (Xi) = Xi (i = 1, 2) , f
1
1 (Xi) = (i− 1)Xi (i = 3, 4, 5) , f
1
1 (X6) = 3X6.
f21 (X1) = X2, f
2
1 (X2) = −X1 f
2
1 (X4) = −X6. f
2
1 (X6) = X4.
sur la base {X1, .., X6}. De plus, f
1
1 ◦ f
2
1 = f
2
1 ◦ f
1
1 .
C’est facile de voir que toute de´rivation non nilpotente de l’alge`bre
(
R6, µ1
)
fait intervenir une combinaison line´aire des de´rivations f11 et f
2
1 . Comme le
polynoˆme caracte´ristique de f21 sur la base donne´e est P (T ) = T
2
(
T 2 + 1
)2
,
cette de´rivation n’est pas diagonalisable sur R. De cette fac¸on, on obtient une
alge`bre abelienne t ∈ Der(g1) constitue´e par de´rivations non nilpotentes, mais
dont seulement une est diagonalisable.
Lemme 2 L’alge`bre g2 =
(
R
6, µ2
)
admet un tore exterieur t de rang 2.
Toute de´rivation non nilpotente de l’alge`bre
(
R6, µ2
)
fait intervenir une com-
binaison line´aire des de´rivations
g11 (Xi) = Xi (i = 1, 2) , g
1
1 (Xi) = (i− 1)Xi (i = 3, 4, 5) , g
1
1 (X6) = 3X6.
g21 (X1) = X2, g
2
1 (X2) = X1 g
2
1 (X4) = X6. g
2
1 (X6) = X4.
C’est imme´diat que les de´rivations sont diagonalisables, et sur la base de vecteurs
propres{
X ′1 =
1
2
(X1 +X2) , X
′
2 =
1
2
(X2 −X1), X
′
3 =
1
2
X3, X
′
4 =
1
4
(X4 −X6),
X ′5 =
1
4
(X6 +X4), X
′
6 =
1
4
X5
}
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on obtient les crochets
µ2 (X
′
1, X
′
i) = X
′
i+1 (i = 2, 3, 5) , µ2 (X
′
3, X
′
2) = −X
′
5, µ2 (X
′
2, X
′
4) = X
′
6.
Les valeurs propres des de´rivations g11 et g
2
1 sont, respectivement
σ
(
g11
)
= (1, 1, 2, 3, 3, 4)
σ
(
g21
)
= (−1, 1, 0,−1, 1, 0) .
Pour commodite´, on conside`re les de´rivations f12 =
1
2
(
3g11 + g
2
1
)
et f22 =
1
2
(
g11 + g
2
1
)
.
Pour cette base du tore t, les valeurs propres sont :
f12 (X
′
i) = iX
′
i (1 ≤ i ≤ 6) ,
f22 (X
′
i) = X
′
i (2 ≤ i ≤ 4) , f
2
2 (X
′
i) = 2X
′
i (i = 5, 6) .
Soient ĝ1 =
(
R8, µ̂1
)
et ĝ2 =
(
R8, µ̂2
)
les alge`bres re´solubles non nilpotentes
de´finies par
µ̂1 (X1, Xi) = Xi+1 (2 ≤ i ≤ 4) , µ̂1 (X3, X2) = X6, µ̂1 (X6, X2) = X5,
µ̂1 (X7, Xi) = Xi (i = 1, 2) , µ̂1 (X7, X3) = 2X3, µ̂1 (X7, X5) = 4X5,
µ̂1 (X7, Xi) = 3Xi (i = 4, 6) , µ̂1 (X8, X1) = X2, µ̂1 (X8, X2) = −X1,
µ̂1 (X8, X4) = −X6, µ̂1 (X8, X6) = X4.
µ̂2 (X1, Xi) = Xi+1 (i = 2, 3, 5) , µ̂2 (X3, X2) = −X5, µ̂2 (X2, X4) = X6,
µ̂2 (X7, Xi) = Xi 1 ≤ i ≤ 6, µ̂2 (X8, Xi) = Xi, (i = 2, 3, 4) ,
µ̂2 (X8, Xi) = 2Xi (i = 5, 6) .
sur une base {X1, .., X8}. On observe que le nilradical de ĝi est isomorphe a`
gi pour i = 1, 2. Pour la deuxie`me alge`bre, nous utilisons une base de vecteurs
propres de g2.
Lemme 3 Les alge`bres ĝ1 ⊗ C ≃ ĝ2 ⊗ C sont isomorphes. De plus, l’alge`bre
ĝ1 ⊗ C est rigide a` cohomologie nulle.
En effet, l’alge`bre ĝ1 ⊗ C co¨ıncide avec l’alge`bre re´soluble rigide r228 de la
liste [8]. En particulier, il en re´sulte que H2(g1 ⊗ C, g1 ⊗ C) = 0.
The´ore`me 1 Les alge`bres de Lie ĝ1 et ĝ2 sont rigides comple`tes sur R. De
plus, ĝ1 n’est pas comple`tement re´soluble.
De´monstration. D’apre`s le lemme 3, l’alge`bre complexifie´e ĝ2⊗C de ĝ2 est
rigide et satisfait H2(ĝ2⊗C, ĝ2⊗C) = 0. D’apre`s les proprie´te´s de la cohomolo-
gie, le deuxie`me groupe de cohomologie de ĝ1 et ĝ1 est aussi nul, ce qui montre
la rigidite´ en applicant le the´ore`me de rigidite´ de Nijenhuis et Richardson. Con-
side´rons l’ope´rateur adjoint adµ̂1 (X8). Sur la base {X1, .., X8}, cet ope´rateur
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est donne´ par la matrice
adµ̂1 (X8) =


0 −1 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0


,
et comme le polynoˆme minimal est m (T ) = T + T 3, adµ̂1 (X8) n’est pas diago-
nalisable sur R, alors l’alge`bre n’est pas comple´tement re´soluble.
D’un autre coˆte´, l’alge`bre ĝ2 et l’alge`bre r
22
8 dans [8] ont les meˆmes constantes
de structure, ce qui prouve que cette forme re´elle est la normale. La comple`tude
est une conse´quence de la suite bien connue [6] :
dimDer(g) = dim g+ dimH2(g, g)
et la nullite´ du groupe de cohomologie.
L’alge`bre ĝ1 admet une de´composition ĝ1 = g1
−→
⊕ t, ou` t est une sous-alge`bre
abe´lienne de Derg1 ge´ne´re´e par X7 et X8. Cependant, tout vecteur de ĝ1 qui
soit ad-semi-simple fait intervenir une combinaison line´aire des vecteurs X7
et X8, et comme adµ̂1 (X8) n’est pas diagonalisable, la seule possibilite´ c’est
conside´rer des multiples du vecteur X7. De cette fac¸on, au contraire que dans le
cas complexe, l’alge`bre ĝ1 n’admet pas une de´composition du type ĝ1 = g1 ⊕ k,
ou` k est une sous-alge`bre abe´lienne de Der(g1) ge´ne´re´e par des e´le´ments ad-
semi-simples. Dans ce cas l’alge`bre t joue le roˆle du tore maximal de de´rivations
et tout syste`me line´aire de racines associe´ au vecteur re´gulierX7 est de corang 1
et dim t = 2. Cette remarque montre que, pour couvrir le cas re´el, la the´orie des
syste`mes line´aires obtenue en [1], ainsi comme les notions du graphe des poids
[3, 5], doient eˆtre modifie´es. En particulier, on obtient le crite`re suivant :
Proposition 4 Soit g une alge`bre de Lie re´soluble rigide complexe. Alors seule-
ment la forme re´elle normale gR est comple`tement re´soluble.
De´monstration. En effet, si g admet des formes re´elles, la forme normale a
les meˆmes constantes de structure, alors elle est comple`tement re´soluble. Comme
en tout cas la partie nilpotente a des constantes de structure sur R, si la forme
re´elle g′ n’est pas la normale, alors son nilradical posse`de une de´rivation non
diagonale sur R mais sur C qui appartient au tore exte´rieur. En conse´quence,
g′ n’est pas comple`tement re´soluble.
3 Classification re´elle jusqu’a` dimension 8
Soit g alge`bre de Lie re´elle. Alors on a dimH2 (g, g) = dimH2 (g⊗C,g⊗C),
e´tant donne´ que les coefficients du syste`me qui donne les cocycles est a` coeffi-
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cients re´els. Alors on peut e´tablir l’e´quivalence suivante :
H2 (g, g) = 0⇔ H2 (g⊗C,g⊗C) = 0.
Comme conse´quence, pour les alge`bres alge´briquement rigides2, une alge`bre qui
ne soit pas purement complexe est rigide si et seulement si les formes re´elles sont
rigides. On peut prouver facilement que pour dimension n ≤ 8, toute alge`bre de
Lie rigide sur C est a` cohomologie nulle. Alors, pour obtenir une classification
re´elle, il suffit d’ajouter les formes re´elles correspondantes. Comme en dimension
n ≤ 5 la classification des alge`bres de Lie nilpotentes sur R et C co¨ıncide, la
classification des alge`bres de Lie re´solubles re´elles en dimension n ≤ 7 est la
meˆme [8]. L’exemple ante´rieur montre que en dimension 8, la classification re´elle
diffe`re de la complexe.
Proposition 5 Soit g une alge`bre de Lie re´soluble alge´briquement rigide de
dimension 8 re´elle dont le tore contient au moins une de´rivation non-diagonale.
Alors le nilradical n est de dimension m ≤ 6.
De´monstration. Soit g de rang 1, c’est-a`-dire, dim n = 7. Comme tout
espace comple´mentaire de n dans g est de dimension 1, ge´ne´re´ par un vecteur
X , et l’ope´rateur ad (X) n’est pas diagonalisable sur R (mais sur C), les valeurs
propres de ad (X) sont purement imaginaires ou ze´ro. En effet, la forme de
Jordan re´elle de ad (X) restreint au nilradical est une matrice du type
ad (X) ∼


λ1 a1
−a1 λ1
. . .
λk ak
−ak λk
b1
. . .
bs


,
ou` k ≥ 1 et λi, ai, bi ∈ R . Par la dimension impaire de n il existe au moins
un valeur propre re´el. D’apre`s la preuve de la proposition 2, les valeurs pro-
pres complexes de ad(X) sont un multiple (complexe) d’une suite des nombres
entie`res. En conse´quence, ils sont tous re´els ou imaginaires pures, d’ou` λ = 0
est ne´cessairement un valeur propre du ope´rateur ad (X). Alors l’alge`bre rigide
complexifie´e admet ze´ro comme poid. D’apre`s la classification de [1], une alge`bre
de Lie re´soluble de rang un admettant λ = 0 comme poid ne peut pas eˆtre rigide,
d’ou` l’affirmation.
Proposition 6 Soit g une alge`bre de Lie re´elle re´soluble et alge`briquement
rigide de dimension 8. Alors g est isomorphe a` l’une des formes re´elles nor-
males (r8,i)R des alge`bres de la liste [1] ou` a` l’une des formes re´elles suivantes :
2On appelle une alge`bre alge´briquement rigide si elle satisfait le crite`re de Nijenhuis et
Richardson (voir [10]).
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– r28,22 = ĝ1 :
[X1, Xi] = Xi+1 (2 ≤ i ≤ 4) , [X3, X2] = X6, [X6, X2] = X5,
[X7, Xi] = Xi (i = 1, 2) , [X7, X3] = 2X3, [X7, X5] = 4X5,
[X7, Xi] = 3Xi (i = 4, 6) , [X8, X1] = X2, [X8, X2] = −X1,
[X8, X4] = −X6, [X8, X6] = X4.
– r28,29 :
[X1, Xi] = Xi+2 (2 ≤ i ≤ 4) , [X2, X3] = X6, [X2, X4] = −X5,
[X7, Xi] = Xi (i = 1, 2) , [X7, Xi] = 2Xi, (i = 3, 4) ,
[X7, Xi] = 3Xi (i = 5, 6) , [X8, X1] = X2, [X8, X2] = −X1,
[X8, X5] = X6, [X8, X6] = −X5.
De´monstration. Comme les alge`bres re´solubles rigides complexes de di-
mension n ≤ 8 sont rationelles, alors la forme normale des classes d’isomor-
phisme r8,i de la liste [1] sont rigides comme alge`bres re´elles. D’apre`s la remarque
ante´rieure, il suffit de´terminer les formes normales des alge`bres nilpotentes qui
apparaissent comme nilradical d’une alge`bre de Lie re´soluble complexe rigide en
dimension 8 et posse`dent des de´rivations non diagonales sur R. C¸a implique que
la dimension du nilradical est 6 ou 7, mais par la proposition 5, la dimension
ne peut pas eˆtre 7. Le proble`me est alors re´duit a` voir les formes re´elles des
alge`bres nilpotentes complexes de dimension 6. Parmi ces alge`bres, seulement
N6,6⊗C ≃N6,7⊗C et N6,12⊗C ≃N6,14⊗C aparaissant comme des nilradicaux
des alge`bres de Lie rigides complexes r8,22 et r8,29 de la liste [8], ou` les alge`bres
N6,6,N6,7,N6,12 et N6,14 sont de´fnies par les crochets :
1. N6,12 :
[X1, X2] = X4, [X1, X3] = X5, [X1, X4] = X5, [X2, X4] = X6.
2. N6,14 :
[X1, X2] = X4, [X1, X3] = X5, [X1, X4] = X6, [X2, X3] = X6,
[X2, X4] = −X5.
Les alge`bres N6,6 et N6,7 sont celles employe´es dans l’exemple de la section 2.
L’alge`bre N6,12 admet un tore exte´rieur t de dimension 2, et la somme semi-
directe N6,12
−→
⊕ t est isomorphe a` l’alge`bre r8,29 de [8]. L’alge`bre N6,14 admet
seulement une de´rivation diagonalisable, et une nondiagonalisable. La somme
semi-directe correspond a` r28,29.
Remarque finale 1 On peut se poser la question si pour les alge`bres de Lie
complexes et re´elles la rigidite´ se preverse par complexification et re´alification
(comme pour la semi-simplicite´). Ici il y a deux proble`mes : D’abord, on peut
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construire des alge`bres re´solubles complexes sans formes re´elles (voir [2]), et la
nullite´ de la cohomologie n’est pas une condition ne´cessaire. Est-ce que on peut
trouver des alge`bres re´elles rigides g sur R (et dont dimH2(g, g) 6= 0 qui ne
soient pas rigides sur C ? On peut conje´turer qu’une alge`bre de Lie re´elle est
rigide (sur le corps re´el) si et seulement l’alge`bre complexifie´e l’est sur le corps
complexe. Mais pour les alge`bres avec cohomologie non nulle il nous manque
d’une me´thode effective qui nous permet d’e´tudier la rigidite´. Surtout pour rank
un, l’existance de formes re´elles non normales e´quivaut a la conjecture pose´e
dans [4] concernant l’impossibilite´ du poid λ = 0 dans le cas complexe.
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